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用することで冷却 Bose原子系に対して磁場 [7]，電場 [8]，SOC[9]をそれぞれ合成すること
が可能となった．
なお，ここで実現された SOC は線形な運動量とスピンの結合としてハミルトニアンに




その一方で，近年新たに　 L · σ の形をしたスピンと角運動量を合成させたスピン軌道相
互作用（Spin and Orbital-Angular-Momentum coupling : SOAM）が重要視され，研究され
ている [10, 11, 12, 13, 14]．これらの先行研究では，Laguerre-Gaussianレーザー (以下 LG
レーザー)[17, 18, 19]を用いることでリング状にトラップされた BECに対してラマン遷移
を誘起させ，SOAMを合成させている．また，昨年 LGレーザーを用いて SOAMを持つス
ピン 1 の Bose 原子系を作り出す実験が成功した [15]．その一方で，SOAM を持つスピン





論文の構成は以下の通りである．まず 2章にて BECに人工ゲージ場と SLMを合成する
理論について説明した．次の 3章では SLMを持った多体 Bose系の基底状態について解析
した．ここでは変分法を用いて解析を行い，相図の作成を行った．次の 4章ではリング状に
トラップされた BEC について SOAM を合成させ，3 章と同様に解析した．最後の章では








る [9]．この章では人工ゲージ場および SOCを BECに合成する理論について，NISTの実




はスピン 3F = 1を持ち、外部から磁場をかけることで 3つの超微細構造 |1,−1〉 , |1, 0〉 , |1, 1〉
にゼーマン分裂する．この原子に x軸方向に沿って対向伝搬する 2本のレーザーを照射する
ことで，原子の超微細構造 |1,−1〉と |1, 0〉および |1, 0〉と |1, 1〉の間にラマン遷移を誘起する



















によって与えられる．ここで k0 = 2piλ はレーザーの波数，Ωはレーザー強度，ωはレーザー
の振動数，δωは 2本の対向レーザーの角振動数の差を表している．また，mは原子の質量，


























となる．ただし，kx = −i∂x は演算子である．対角項の運動量が 2k0 だけ異なるのは，ラマ
ン遷移の際に対向レーザーによって励起と脱励起を誘起させられているからである．原子の
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図 2.1: (a) 人工ゲージ場を生成するために NIST が行なった実験の概略図．BEC の気体に
対してラマンレーザーを x軸方向に，外部磁場を z軸方向にかけている．(b)原子の超微細
構造と状態間のラマン結合の概略図．ラマンレーザーを介して状態 |1,−1〉 と |1, 0〉 および
|1, 0〉と |1, 1〉が結合している．
各状態はラマンレーザーによって励起する際に k0 の運動量を持った光子を受け取り．脱励
起の際に逆方向に −k0 の運動量を持った光子を放出する．そのため，各状態の運動量は 2k0
だけずれている．
ここで求めたハミルトニアン (2.3)を対角化することで得られる一粒子のエネルギー分散
関係を図 2.2に示す．図 2.2(a)は２つのパラメータ ϵ1，ϵ2 をゼロに、(b)は 2つのパラメー
タを有限の値に，(c)は ϵ1 のみを有限の値とし，ϵ2 の値をゼロに近づけた場合の分散関係を









で表すことができる．ここで固有状態は |1,−1〉 , |1, 0〉 , |1, 1〉が光によって結合したドレスド
状態となっている．この式は，一様なベクトルポテンシャル A中を運動量 p，電荷 qで運
動する荷電粒子のハミルトニアンの式






図 2.2: ハミルトニアンの式 (2.3)を対角化することで得られる分散関係．太線は最低エネル
ギーのブランチを表す．3つの図はそれぞれ (a) ϵ1 = ϵ2 = 0の場合，(b) ϵ1, ϵ2 > 0の場合，









∆1 + δω ≃ ∆2 となるように調整する．このとき，離調パラメータは各々 ϵ1 ≃ 2∆2，ϵ2 ≃ 0と
なる．この場合の分散関係を図 2.2(c)に示した．図 2.2(c)から分かる通り，十分低温であ
れば |1, 0〉と |1,−1〉の状態と比べて |1, 1〉の状態はエネルギーが高い極値であり，低エネル
ギーの振る舞いを議論する際には無視することができる．従って，系を |1, 0〉と |1,−1〉の 2
準位系と見なすことで低エネルギー有効ハミルトニアンを
h =














図 2.3: SOC を持つスピン 1/2 の Bose 系の分散関係．太線は最低エネルギーブランチを表
す．3つの図は各々 (a) Ω = 0，(b) 0 < Ω < 4E0，(c) 4E0 < Ωに対応している．Ω < 4E0 の
場合には 0 < kx < k0 の有限の値に極値を 2つ持ち，4E0 < Ωの場合には運動量ゼロが極値
になることが分かる．
を適用してハミルトニアンの表示を変えると，
h′ = Uh′U† =















となる．ここで，σx および σz は 2 × 2のパウリ行列である．このハミルトニアンの第一項
を展開して得られる kxσzの項は電子の運動量とスピンの積であり、この項がスピン軌道相互
作用を表している．第二項，第三項はスピン σ をもつ電子に対して磁場 B = (Ω/2, 0, ϵ2/2)
がかかることによるゼーマン項とみなすことができる．これらより，式 (2.8)は外部磁場中
を運動する SOC を持った 1 電子ハミルトニアンと類似していることがわかる．このよう
に，原子の 2 つの内部状態をアップスピンとダウンスピンのようにみなせる系はスピン 12
の Bose系と呼ばれる．以上が BECに対して人工的な磁場と SOCを合成するための理論で
ある．















と求まる．この結果を E0 = k20/2 をエネルギーの単位として無次元化し，図示したのが図
2.3である．図から，Ωの値が 4E0 よりも小さい場合には基底状態は 0 < kx < k0 の範囲で
有限の運動量を持って二重に縮退し，逆に 4E0 < Ωの時は運動量がゼロで縮退もないこと
が分かる．
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3 スピン軌道相互作用を持ったスピン 12 BECの基底状態
2章で扱った方法によって SOCを用いた多体 Bose系の基底状態は先行研究で扱われてお
















































































図 3.1: (a)SLM を持つスピン 1/2 の Bose 系における基底状態の相図．赤線は相 I-II の相
転移を，青線は相 II-III 間の相転移を，緑線は相 I-III の相転移をそれぞれ表している．な





2γg を用いて規格化している．また，(b)n < nc および
(c)n > nc においてはそれぞれ | 〈σx〉 |，| 〈σz〉 |の値を求めた．緑の実線が | 〈σx〉 |，青い実線が
| 〈σz〉 |である．
で与えられる．以下では相互作用はスピン対称性を保っていると仮定し，相互作用パラメー
タと離調について，g↑↑ = g↓↓ = g，δ = 0を仮定する．
まずはエネルギー汎関数をパラメータ k1 について最小化する．式 (3.4)を式 (3.5)に代入




= E0 − Ω2k0
√
k20 − k21 −
k21
2k20
F(β) +G1(1 + 2β) (3.6)
となる．ここで，無次元のパラメータ β = |C+C−|2（0 < β < 1/4），相互作用のパラメータ
4G1 = n(g + g↑↓)，4G2 = n(g − g↑↓)を導入した．また，βの関数として
F(β) = (k20 − 2G2) + 4(G1 + 2G2)β (3.7)
を定義した．この操作によって変分パラメータは β，k1 となった．














相 Iは，β = 1/4かつ k1 , 0の相である．この相では |C+|2 = |C−|2 = 1/2となるので，全









cos (2k1x + φ)
 (3.9)
となる．φは C+ と C− の位相差である．ここから分かるように，相 Iでは密度が x方向に
周期的に空間変化する．そのため，この相は一般にストライプ相と呼ばれる．
相 IIは，β = 0かつ k1 , 0の相である．この相では |C+|と |C−|のどちらか一方が 1，も
う一方がゼロとなるため，全ボソンが有限の波数 k1(-k1)のみを持って凝縮している状態と
考えられる．この相は β = 0 のため密度は一定であり，有限の波数を持った平面波の相で
ある．













1 − 4β (3.11)
となる．この結果を用いて図 3.1(b),(c) を求めた．特に，(b) は n < nc，つまり相 I→
相 II→ 相 III の転移を，(c) は n > nc，つまり相 I→ 相 III の転移を表している．相 I






1 − k21k20 cos (2k1x + φ)，つまり位置によって値は異なるがアップスピンとダウンスピ
ンが同数存在するためその期待値がゼロとなることが原因である．一方相 IIIは，Ωが十分
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図 3.2: SOC を持つスピン 1/2 の Bose 系における基底状態の相図．赤線は相 I-II の相転移
を，青線は相 II-III間の相転移を表している．g↑↓ ≤ gの領域では Ωの値を大きくしていく
ことで相 I→相 II→相 IIIと相転移していくことが分かる．一方で、g < g↑↓ の領域におい
ては相 Iは出現せず，相 II→相 IIIの相転移のみが起こり得る．右図は nの値を 1.5倍にし
た図である．相 I，相 IIIの領域が広がり，相 IIの領域は縮小していくことが分かる．
に大きいときに現れる相である．ここで式 (3.1)を振り返ると，Ωは x方向に働く磁場のよ
うな項であることが分かる．この場合には，エネルギーにおける Ωの寄与が十分に大きい
とき，〈σx〉は負の大きい値，つまり 〈σx〉 = −1をとることがエネルギーが一番低くなる条件
である．相 III と同様の理由から，相 II では Ω が大きくなるにつれて 〈σx〉 = −1, 〈σx〉 = 0
に向かっていく．ただし相 IIの区間は Ω < 2F(0) (つまり k1 , 0)であるため，〈σz〉はいき
なり-1になることはできず，徐々に近づいていくこととなる．
次に，レーザーパラメータ Ωとスピン間の相互作用パラメータ g, g↑↓ の比を用いて相図を




間に働く相互作用が，g↑↓ < gを満たすほど小さい場合にのみ相 Iのようなスピンの混在し
たストライプな相が生じると考えられる．
図 3.2の右図は，左図の粒子密度 nを 1.5倍した結果である．左右の図を比べると，g > g↑↓
の範囲では，粒子密度を増やすことで相 Iと相 IIIが広がり，相 IIが縮小するという結果が
得られた．その一方で，g < g↑↓ の範囲では逆に相 IIの領域が拡大している．
まず，g > g↑↓ において相 Iが広がり相 IIが縮小する現象について考える．Ωの値が十分
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に小さい時，式 (3.8)の結果から k1(β)の値は k0 に近い．この時，ハミルトニアンは ±k0 の
波数を持った粒子が同数存在する場合が一番エネルギー損失を抑えられる．その一方で，Ω
の値が大きくなるにつれて k1 の値は k0 から離れてしまい，その結果波数が k1(−k1)の片方




だけ相 I→相 IIへの転移にはより大きな Ωの値が必要となり，結果相 Iの領域が拡大する．
次に g < g↑↓ において相 IIの領域が拡大する理由について述べる．これらについては，式
(3.6)から理解できる．相 II，相 IIIはどちらも β = 0であるため，式 (3.6)は
E相 II
N
= E0 − Ω2k0
√
k20 − k21 −
k21
2k20
(k20 − 2G2) +G1 (3.12)
E相 III
N
= E0 − Ω2 +G1 (3.13)












することで 2準位系を作り出す (図 4.1)．ただしここで使用するのは高次のラゲール・ガウ
シアンレーザー (以下 LG レーザー) であり，BEC はリング状にトラップされる．LG レー
ザーをラマン遷移に利用するのは，BECに対して直接角運動量を与えることができるから
である [17, 18, 19, 20]．レーザーの強度は位置 r の関数として
Ω j(r) = Ω0, j
 √2r
ω
|l j | exp (− r2
ω
+ il jφ + ikzz
)
(4.1)
で与えられる．ここでは円筒座標系 (r, z, φ) を用いており，Ω0, j はレーザー強度に比例す
るパラメータ，ω はビーム幅，l j は角運動量を表す指数である．ここでは LG レーザー
は逆向きの角運動量を持っていると仮定し，l1 = −l2 = l とする．2 つの状態間のラマン
結合は，レーザーの強度を表すパラメータ Ω˜ と空間的な分布を表す関数 f (r) を用いて
Ω1Ω¯2 = (Ω˜/2) f (r)e−2ilφ と表すことができる．
以上を踏まえて，2準位がラマン結合した状態の 1粒子ハミルトニアンは以下の式
h0 =
−∇22 ＋ δ2 Ω˜2 f e−2ilφΩ˜
2 f e




























となる．ただし，Lz = −i∂φ は z軸方向の角運動量演算子であり，σx，σz は 2× 2のパウリ行
列である．最右辺第三項の Lzσz は L · σ の z成分であり，式 (2.8)の線形な運動量とスピン
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図 4.1: (a) SOAMを合成するための実験の概略図．円筒座標系にて，リング状にトラップさ
























となる．ここで，Ω = Ω˜ f (R)とした．[hring0 , Lz] = 0であるため，h
ring
0 の固有状態は軌道角
運動量の固有状態 |m〉と一致する．ここで，mは −l ≤ m ≤ lを満たす整数である．これを用
いて式 (4.5)を対角化しエネルギー固有値を求めると
E± = m2 ± 12
√
(4lm − δ)2 + Ω2 (4.6)
と求まる．この結果は E0 = 1/2R2 をエネルギーの単位として無次元化した，式 (4.6)の最低
エネルギー分散を図示したものが図 4.2である．
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図 4.2: SOAMを持った 1粒子ハミルトニアンから求めた最低エネルギーの分散関係．(a)か













































































(βG1 − 2(1 − 4β)G2) (4.11)
となる．ここでは無次元のパラメータ β = |C+C−|2(0 ≤ β ≤ 1/4) と相互作用のパラメータ
G1 = n(g + g↑↓)/4,G2 = n(g − g↑↓)/4を定義した．式 (4.11)は βの一次関数なので，βに関






β sin 2θ cos (2mφ + α)
]
(4.12)






相 I は β = 1/4 であり，密度が周期的に空間変化するストライプな相である．図














Iにおけるエネルギーに対する寄与が大きい項は m2 − 2ml cos 2θ + 12G1 となる．この式は m
の二次式であり，最小値は |m| = l cos θ のときである．相 Iにおいては θ の値が非常に小さ
いので，エネルギーが最小となるのは |m| = l のときである．以上より，相 I では |m| の値
は l に近い方がエネルギーが低くなるため，|m| = l となることが分かる．また，相 I では
| 〈σz〉 | = 0となっている．これは SLMの場合 (3章)と同様に，β = 1/4，つまり |ψ↑|2 = |ψ↓|2
16
であることから，アップスピンとダウンスピンが完全に同数存在し，その期待値を求めると
打ち消し合ってしまうためである．また，ストライプな相は g > g↑↓ の領域にしか現れない．




β = 0かつ全ボソンが 0 < m ≤ lを満たす mの値を 1つだけ持って凝縮しているのが相 II
である．相 IIは mの値によってさらに相分離するので，II(m)と表記した．相 IIの mの値
については，1粒子のエネルギー分散関係を示した図 4.2(a)，(b)，(c)から分かるように Ω
の値を大きくすると mの値は小さくなることと対応している．また，Ωは式 (4.5)から x軸
方向にかかる磁場と見なすことができるため，Ωの値を大きくするにつれて | 〈σx〉 |の値は
大きくなる．相 II(3)→相 II(2)，相 II(2)→相 II(1)の転移については図 4.2からも分かるよ
うに，mが離散的な値しか取らないために飛び飛びの転移となる．
相 IIIは β = 0かつ全ボソンがm = 0で凝縮している相である．この相では常に | 〈σz〉 | = 0
であるが，| 〈σx〉 | = 1となることから |m| = 3かつ | 〈σx〉 | = 0である相 Iとは異なる相であ
ることが確認できる．図 4.3(a) の黒の点線はこの相 I と相 III の境界を表している．相 III
において | 〈σx〉 |が常に 1であるのは，式 (4.5)において x方向の磁場と見なすことができる
レーザーパラメータ Ωの値が相 IIIの領域では大きいため，x方向に強い磁場がかかってい
ると場合に対応しているからである．
図 4.3(e)，(f)は各々 (a)の粒子密度 nを 1/2倍，10倍にした図である．(e)→(a)→(f)の順
に図を比較すると，粒子密度を増やすことで g > g↑↓ においては相 I，相 IIIの領域が広がり，
相 IIの領域は縮小していく傾向があることが分かる．これについては SLMを合成した場合





なレーザー強度 Ωの値が大きくなり，その結果として相 Iと相 IIの相境界がシフトするよ
うな図の傾向が得られたと考えられる．






















から理解できる．粒子密度 nを変化させたときの相 IIと相 IIIのエネルギー変化の差は相 II
の一番後ろの項 12G2 cos2 2θ 次第である．g < g↑↓ の区間では G2 = n(g − g↑↓)/4の値は常に
負であり，G2 の値が大きくなればなるほど相 IIのエネルギーは相 IIIよりも低くなる．そ




図 4.3: (a)SOAMを持ったリング状にトラップされた Bose原子系の基底状態の相図．縦軸
はレーザーパラメータ，横軸は同種スピン間相互作用と異種スピン間相互作用の比率であ
り，l = 3である．また，相 Iはストライプ相，IIIは運動量ゼロの平面波相である．有限な
波数を持った相 IIは mの値によって 3相に分離しているので，相 II(m)と表記した．基底





て調べた．(a) の相図中の白い縦線はそれぞれ gg↑↓ = 0.9，1.15，1.3 の位置と対応している．
また，(b)，(c)，(d)ではそれぞれ赤い実線が mの値，青い実線が | 〈σz〉 |の値，緑の実践が
| 〈σz〉 |の値を表している．
(e)は粒子密度を 1/2倍に減らし，逆に (f)は 10倍に増やした場合の基底状態の相図である．
(a)と比較すると，g > g↑↓ の領域では粒子密度を増やすにつれて相 Iならびに相 IIIの領域







態の相図の解析を行った．その結果，SLM を合成した場合も SOAM を合成した場合も基
本的な構造は似通っており，gと g↑↓ の大きさによってストライプな相や平面波相が現れる
ことが分かった．さらに，粒子密度を変化させることでそれらの相が拡大（縮小）する傾向
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